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Abstract 
 

Recently, the necessity of large-scale finite element analyses is increasing due to the development of new technology in 
engineering area. In these analyses, the time and cost of mesh generation processes are becoming larger and larger. Meshless 
method is expected to solve these problems, and many meshless methods have been developed in these years. In this study 
Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) method which is one of meshless techniques is developed to analyze heat 
conduction problems, and its usefulness is examined. At first, using bead-on-plate models, it is found that the analysis with 
high accuracy is possible without depending on MLPG parameter for the models with a lot of nodes. Secondly, the MLPG 
analysis can obtain high accuracy for the models with difficult mesh generation. Finally, the proposed method analyzes for 
three dimensional heat conduction problems and the applicability to a real structure is shown. 

 
1. 緒  言 

近年，数値シミュレーション技術の進歩及びコンピュー

ターの演算能力の向上に伴い，FEM による溶接構造解析は

実用上十分な精度で解析出来つつある．しかし解析対象が

大規模で，しかも複雑な形状をしているような場合には，

要素分割などプリプロセッシングに多くの時間を消費する

必要があり，問題となっている． 
そこで，MLPG 法(Meshless Local Petrov-Galerkin Method)1)

をはじめとするメッシュレス法が開発された．MLPG 法と

は，解析に要素分割を全く使用しない完全なるメッシュレ

ス法の１つである．そのため，要素・節点間のコネクティ

ビリティ情報が不要となり，プリプロセッシング時間が大

幅に短縮され，作業効率の向上が見込まれる．そのため，

MLPG 法は，FEM に代わる次世代構造解析法として期待さ

れる手法である． 
そこで本研究では，この MLPG 法を用いた新しい溶接構

造解析手法を開発することを目標に，まずは移動熱源を含

む非定常熱伝導問題を対象に，MLPG 法による定式化を行

った．さらに，本解析法の溶接問題への適用性について検

討するため，ビードオンプレートに対し本手法を適用し，

本手法の基礎的特性について検討した． 
 
2. MLPG 法による熱伝導解析法の開発 
2. 1 移動最小二乗法(MLS) 

MLPG 法では，変位の近似関数の作成方法

として，移動最小二乗法(Moving Least-Squares 
approximation 以下，MLS)2) 3)を用いる場合が

多い．以下にその概要を示す． 
任意の評価点における変位の近似関数は次

式のように定義される． 
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ただし，式(1)において， )(xpT は次式により定義される基

底関数ベクトルである． 
],,,1[)( zyxT =xp        1 次基底:m= 4  (2) 

],,,,,,,,,1[)( 222 zxyzxyzyxzyxT =xp   2 次基底:m=10   (3) 
 

また式(1)中の )(xa は，次に示すような評価関数 J を最小

化させるように決定される未定係数ベクトルである． 
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式(4)中の kx は任意の評価点の近傍に存在する節点座標ベ

クトル，N は評価点近傍に存在する節点の個数を表してい

る．また， )()( kk rww =− xx は重み関数であり，本研究では

式(5)に示すようなスプライン関数を採用した． 
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ここで Fig.1 に示すように，rkは評価点と各節点との距離，

ρｋは各節点の持つ影響領域 k
trΩ の半径を表す．また， kû

は評価点近傍に存在する節点変位を示している．式(4)に
おいて，未定係数ベクトル )(xa についての停留条件から

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.1 Definition of domain of 

MLS approximation for 
trial function at point I. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2 Schematics illustration of MLPG method. 
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)(xa を求め，式(1)に代入すると，形状関数 )(xφ を含む

次式が導出される． 
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2. 2 MLPG5 による熱伝導解析理論の定式化
 

一般的に Fig.2 に示すような，境界Γに囲まれた領域Ω

内における非定常熱伝導問題の支配方程式は，次式のよ

うに表される 4)． 
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ここで，T：温度，c：比熱，ρ:密度，λ：熱伝導率，Q：

単位時間，単位体積当たりの発熱量とする．式(7)を，積

分領域 I
teΩ について，それぞれ重み付き残差法により弱形

式化し，部分積分やガウスの発散定理を用いると，以下

のように表すことができる． 
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ここで， vは積分領域内の重み関数， I
teΩ∂ は積分領域の

境界部を表し，n はその境界上における外向き法線である． 
積分領域 I

teΩ 内の重み関数 vについて， 
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となるようなヘビサイド関数を適用すると，以下のよう

に式変形できる． 
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式(10)に，境界条件として，ペナルティ法による温度拘束

と，熱伝達による外部への熱移動を考慮すると，式(10)
はペナルティ係数αと熱伝達係数βを含む次式のように

表すことが出来る． 
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ここで，T は温度拘束境界 αΓ で拘束している温度，T0は

熱伝達境界 βΓ で考慮すべき外部温度を表している．また，

αSΓ ， βSΓ は，積分領域境界 I
teΩ∂ の一部で全体の境界 Γ上

に位置する部分，LS は その他の部分を示している．従っ

て， I
teΩ が解析対象の物体内部に完全に含まれるならば，

式(11)の左辺は，第一項と第二項のみとなる． 
積分領域 I

teΩ 内の温度の近似関数を，MLS を用いて作

成すると以下のように表現される． 

 ∑
=

=
N

J

JJh TT
1

ˆ)()( xx φ    (12) 

上式を式(11)に代入し，マトリックス形式に整理すると，

次式が得られる． 
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ただし，マトリックスは以下の通りである． 
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3. MLPG 法による 2 次元熱伝導解析 

3. 1 解析条件
 

本章では，Fig.3 に示すような平板のビードオンプレー

トを対象として提案手法の精度検証を行った．問題の対

称性を考慮し，Fig.3 中斜線部に示す 1/2 部分のみモデル

化し解析を行った．Fig.4 に示す図は，次節における解析

に用いた 1891 節点の場合の節点分布図である．また，

Fig.5 に示す MLPG 特有のパラメータである SS および

TS は，それぞれ影響領域半径，積分領域半径を示す．ま

た，MLS における基底は 1 次基底を選択した．溶接条件

は，入熱量 Q=200 J/mm，溶接速度 v=10 mm/s とする． 
3. 2 MLPG パラメータの影響 
本章では，本手法の基礎的特性について評価するため

に，材料の温度依存性の影響や板表面における熱伝達の

影響を考慮しない解析を実施した．こうすることで，基

礎理論との比較検討が可能となる．本研究では，温度分

布の特徴を示す指標として，解析中の熱の収支を示す平

均温度 Tavと熱伝導性の指標である溶融長さ Lm を用いて

精度検証を行った．なお，平均温度 Tavは次式に示す通り

である． 

常温+=Τ
Vc
Q

av ρ
  (15) 

Q：総入熱量，c：比熱，ρ：密度，V：体積 
 

また，溶融長さ Lm は，溶接過渡期における 1200℃以上の

領域における溶接線方向の最大長さを示す． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4 1891-nodal-point model. 

 
 
 
 
 
 
 
         
 
Fig.3 Shape and size of specimen to be analyzed. 

 
 
 
 
          
 
    
 
 
 
 
 
Fig.5 Geometrical parameters of 

MLPG. 
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 本章での解析では，前述の通り，熱伝達係数の影響を

無視している．そのため，冷却後しばらくして平板温度

が一様となる．その時の温度をここでは完全冷却後にお

ける平均温度と定義する．Fig.6 に，完全冷却後における

平板の平均温度を示す．なお，本節の解析においては，

精度検証時における節点分布位置による影響を避けるた

め，節点間の距離 d は一定として解析を実施した．グラ

フ横軸に解析モデルの節点数，縦軸に平板の平均温度を

表している．同図より，節点数が多い程，各節点が持つ

影響領域半径 SS や積分領域半径 TS の大きさによる影響

は小さく，いずれのケースも式(15)より求められる理論値

とほぼ同等の値を示すことが確認できる． 
 次に，溶接開始後 15 秒時における溶融長さ Lm につい

て整理した結果を Fig.7 に示す．横軸に解析モデルの節点

数，縦軸に溶接開始後 15 秒時における溶融長さ Lm を溶

接線長さ L で無次元化した値を表している．同図より，

節点数が多い場合ほど，FEM 解析による結果と一致し，

各節点数においては，積分領域半径 TS の値が 0.7d と比

較的大きい場合に，最も精度が良くなることが確認でき

る．次に，節点数 1891，影響領域半径 SS=2.3d，積分領

域半径TS=0.7dの場合における温度分布図をFig8に示す．

同図より，幅方向及び熱源の前方に対して温度勾配が急

であり，熱源の後方に対して長くゆるやかな温度勾配と

なる温度分布が精度良く表現できていることが確認でき

る．以上の結果より， MLPG 法による熱伝導解析は，高

精度に解析可能であることが確認できる． 
3. 3 節点間距離の影響 
平板の表面を移動する熱源が作る温度分布は，Fig.8 に

示されるように，熱源直下で最高温度を示し，後方にな

だらかな尾を引くような分布となる．そのため，溶接部

近傍では，空間的及び時間的な温度勾配は大きな値をと

るが，溶接部から離れた領域においては，その勾配は比

較的小さな値となる．従って，その領域での節点間距離

は，溶接部近傍に比べ，粗にすることが可能であると考

えられる．そこで本節では，溶接部から離れた領域にお

いて，幅方向及び溶接線方向の節点間距離を粗にしたモ

デルでの解析を行い，精度検証を行った． 
FEM の場合，解析に要素を必要とすることから，溶接

部から離れるに従って節点間距離が粗となるように節点

を配置する場合には，要素の形成が可能か否かに注意を

払う必要がある．しかし MLPG の場合，解析に要素を必

要としないため，Fig.9 に示すような，Fig.4 を元にした，

溶接部から離れた領域において，幅方向に進むに連れて

順に溶接線方向の節点数が減少する比較的簡単な節点配

置が可能となる．本節では，そのような比較的簡単に作

成可能な節点分布モデルを用いて解析を行った．なお，

MLPG パラメータである影響領域半径 SS は，各節点での

最も長い x，y 各軸方向節点間距離を 2.3 倍した値，及び

積分領域半径 TS は最も短い x，y 各軸方向節点間距離を

0.7 倍した値を用いた． 
まず，完全冷却後における平板の平均温度を求めた結

果を Fig.10 に示す．図中の 1891 点での値は，前節で求め

た節点間距離が均一なモデルでの解析結果である．同図

より，節点間距離が均一な場合と比べ，約半分程度の節

点数であっても，式(15)より求められる理論値とほぼ同等

の値を示すことが確認できる． 
次に，溶接開始後 12，15，21 秒時における平板の温度

分布を Fig.11(a)(b)に示す．(a)は溶接線上（Y=0mm），(b)
は溶接線中心（X=100mm）から幅方向への分布を示す．

図中に示す FEM 結果は，節点数 1891 の節点間距離が均

一なモデルを用いた結果である．Fig.11(a)より，溶接熱源

が進むにつれ，溶接線方向に温度の最大値が推移してい

くことが確認できる．その中で，溶接中である 12，15 秒

後における温度の最大値より，溶接終了後である 21 秒後

における温度の最大値が大きくなっているが，これは溶

接線方向の境界部からの熱反射による影響であると考え

られる．また，Fig.11(b)につい

て，溶接開始 12 秒後から 21 秒

後にかけて，熱源が離れていく

ため，Y=0～10mm の熱源に比

較的近い領域では，温度が低下

していくことが確認できる．逆

に，Y=15mm 以上については，

熱源が離れていくにつれ温度

が上昇している傾向が見られ

る．これは，溶接部近傍に入っ

た熱が，時間差で伝導されてい

くからであると考えられる． 

 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.8 Transient temperature distribution at 15 

sec after welding starts. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.7 Influence of support size SS and Test 

function size TS for molten length Lm.       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.6 Influence of support size SS and Test 

function size TS on average temperature 
Tav  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.10 Influence of nodal point density average 

on temperature Tav. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.9 724-nodal-point model. 
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同図より，溶接線及び幅方向の温度分布が，FEM とほ

ぼ同様に，精度良く表現できていることが確認できる．

以上の結果より，幅方向及び溶接線方向の節点間距離を

粗にしたモデルを用いた MLPG 法による熱伝導解析は，

精度良く解析可能であることが確認できる． 
 

4. MLPG 法による 3 次元熱伝導解析 
 船舶など大型構造物の建造には，厚板も数多く使用さ

れる．厚板溶接に伴う変形予測には，厚さ方向の温度分

布が必要不可欠である．そこで本章では，本研究により

開発した 2 次元熱伝導解析法を拡張して新たに MLPG 法

による 3 次元熱伝導解析法を開発し，厚さ 20mm の平板

を対象とした 3 次元熱伝導解析を実施して精度検証を行

った．なお解析モデルは 100Lmm×50Bmm×20tmm，溶接

条件は入熱量 Q=2000J/mm，溶接速度 v=10mm/s とし，各

節点の持つ影響領域及び積分領域は球形とする． 
 まず，溶接開始 7 秒時における平板の温度分布を Fig.12
に示す．同図より，厚さ方向について，熱源直下では急

な温度勾配をとり，幅方向とほぼ同様な温度分布になる

のに対し，熱源後方では，下側からの反射の影響で，幅

方向よりも高い温度となるという特徴が正確に表現され

ていることが確認できる． 
 次に，溶接線上中心より幅方向及び板厚方向にとった

A～I の 9 点における温度の時刻歴を求めた結果を

Fig.13(a)(b)に示す．(a)は溶接線中心（X=50mm）幅方向へ

の分布，(b)は厚さ方向への分布を示す．図中横軸に時間

を対数表示した値，縦軸に温度をとっており，実線が

MLPG による結果，破線が同節点数モデルでの FEM 解析

結果である．また図中には，式(15)より求められる平板の

平均温度の理論値も示す． 
 同図より，平板の任意の節点温度が FEM による結果と

一致し，溶接後の平板の平均温度が理論値と一致するこ

とが確認できる．以上の結果より，MLPG 法による 3 次

元熱伝導解析は高精度に解析可能であることが分かる． 
5. 結  言 

 MLPG 法による新しい溶接構造解析手法を開発するこ

とを目標に，MLPG 法による熱伝導解析法を開発し，本

手法の基礎的特性について検討を行った結果，以下の知

見を得た． 
 
1. MLPG 法による定式化を行った結果，モデルの要素

を必要とせずに節点のみでの熱伝導解析が可能と

なった． 
2. 節点数が十分多い場合，MLPG パラメータである影

響領域半径 SS や積分領域半径 TS に依らず，高精度

に解析可能である． 
3. FEM ではモデル化が困難な，溶接部から離れるに従

って節点数を減らしたモデルでの解析を行い，精度

良く解析可能であることを確認した． 
4. 板厚方向の熱伝導を考慮することが可能な，MLPG

法による 3 次元熱伝導解析法を開発し，精度良く解

析可能であることを確認した． 
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                                          (c) Location of temperature referenced 

(a) Direction of Y.                         (b) Direction of Z.                 points A-I. 
Fig.13 Temperature history at nodal points in 3 dimensional model. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Along A-A’.                           (b) Along B-B’. 
Fig.11 Temperature distribution at nodal points. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.12 Transient temperature distribution 

at 7 sec after welding starts in 3 
dimension. 
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